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財の不分割性と資産選択問題（改訂）
塩村尊＊，甲斐良隆＊＊
要旨
典型的なポートフォリオ選択問題はリスクを最小化する投資比率の決定問題として定式化され
る．ところが通常，資産には最低売買単位が存在し，それ故に予め投資額が定められた投資家に
とっては最適投資比率に関する情報は必ずしも有益なものとはならない．本稿の目的は，前稿に
おいて考察が不十分であった点を修正すると共に，真に最適な資産購入計画を立てるために資産
選択問題を財の不分割性を考慮に入れた整数計画問題として定式化し，従来の連続型ポートフォ
リオ選択問題が抱える問題点を指摘することにある．
An Aset Alocation Problem with Indivisibility of Commodities (Revised) 
Takashi SHI OMURA, Y oshitaka KAI 
Abstract 
A portfolio selection problem typically determines the optimal ratios of asset allocation 
that minimize risk under some constraint concerning the return on the investment. The 
solution of the problem, however, is not necessarily useful for an investor confronting with 
the budget constraint, since he cannot buy any amount of assets under a minimum amount 
of trading, or indivisibility of commodities. We identify an asset allocation problem with 
indivisibility of commodities with an integer programming problem, and through a simple 
but likely story show that our approach is, indeed, useful for an investor subject to a budget 
constraint, in comparison with a typical approach. The paper is a revised version of a 
previous one. 
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1 • はじめに
ポートフォリオ選択における典型的な問題はリターン一定の下， リスクを最小化するように定
式化される．即ち， xをN種類の証券に対する投資比率を表すベクトルとし， Cを収益率の分散
共分散行列とした時の最小化問題
minぷ Cx
X 
subject to e7 x= l, 
戸x~r,
x~0, 
ー
に帰着する（甲斐[1 ] , pp. 64 -66参照）．ここで， eT= (1,1, .. ,1), rT三 (r1,
rz, ... , r N) であり，後者は期待収益率ベクトルを表している．又， rは投資家が最低限保証さ
れることを望む収益率である．
しかしながら， どれ程精度の高い解が得られたとしても，通常，各資産には最低売買単位が存
在するために，問題 Iの解は投資額が予め定められた投資家にとって必ずしも有益な情報を与え
ない．例えば，投資家が100万円の投資額を準備している時に，ある資産の最適保有比率が0.13
になったとすると，これは当該資産に13万円を投資すれば良いことを示唆する．ところが，この
資産の最小取引額が 2万円であった時，近似整数解として投資家は 6単位購入するべきなのか，
7単位購入するべきなのかは明らかではない．又，各資産に対するこのような整数近似が真に最
適な解を与える保証はない．そこで，以下では真に最適な資産購入計画を立てるために資産選択
問題を財の不分割性を考慮に入れた整数計画問題として定式化することを考える．
2 • 整数計画問題としての資産選択
以下は前稿（塩村[3])において考察が不十分であった点を修正したものである．投資家は
現時点において投資額上限をM>Oとする資産の購入計画を立て，購入した資産を投資期間の
終了時まで保有し続けるものとする．又，予め選択された資産はN種類存在するものとして，
加>0'及びxiを各々，第i資産の購入価格と購入量とする．但し， X;, i = l , 2 , .., Nは非負
整数値を取るものとする．この時，購入資産の組 (xぃ花，...,xりに対する予算制約式
ミかoXis_M
i= 1 
(1) 
が成立しなければならない．
今， P;sZO, s = 1 , .., Sを満期における状態（シナリオ） sの下での第i資産価格として定義
する．又，状態sは確率 0:; w s :; 1で生起すると仮定する．投資家が資産を満期まで保有した場
合に投資額Mに対して最低限期待する収益額をR>0, 各資産 1単位当たりの予想収益額をR;s
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三Pis-Pio, s=l,2, .. ,Sとして，投資家は収益額の期待値が最低収益額Rを下まわらなけれ
ば満足するものとする．従って，不等式
S N N 
~Ws~R心=~元l亨 R
s= 1 z = 1 i= 1 
が満たされれば良いと考えるものとする．但し，
(2) 
s 
応!三>疇is, i= 1, 2, ... ,N 
s= 1 
である．
一方，投資家は予想収益額に対する不安感，即ちリスクを最小化したいと考えるものとして，
収益額の分散
ミWs{ i (R;sX; —恥） } 2 N N S =~I~ 叩(―R;s-R;) (Rjs-R) X;Xj (3) 
を最小化するものとする．ここで
v,;=~ 処 (R,,気） (R;, —瓦）， i, j= 1 , 2 , ..,N 
を定義すると， (3)は
?
•N ????
<W.~ ??
? (4) 
となることが確認される．
かくして投資家が直面する問題は (1-4) より以下のようになる．
minぷ Vx
X2 0 
subject to RT xミR,
p紅::;;M' 
I 
但し，ぶ=(ふ，~.... , 恥）， V三 [vu], Jir三（瓦，瓦，...,RN)'p戸 (P10,P20, ... ,PNo) 
N 
であり，叫ま， R/m恥瓦s;~ふS:M/m}nP;o, i= l, 2, ... ,Nを満たす整数値である．ここ
で， max凡>Oを仮定している．
3 • 数値例
今，国内債券，転換社債，株式，外国債券，外国株式，及び短期金利商品の 6つの代表的資産
を投資の対象とし，投資期間を現在より今後 1ヶ月とした時，目標収益率を0.3%と0.6%に設定
した場合におけるリスク最小のポートフォリオを組成することを考える．但し，空売りは考えな
い．一方，投資総額を1,000万円とし，各資産への投資は 1口100万円の投資信託（インデックス
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ファンド）を購入するものとする．従って各資産への投資は100万円を単位としなければならな
い．又，今後 1ヶ月の収益率に関するシナリオとして1997年 4月から2000年 3月までの実績月次
収益率36個を採用し，これらが等確率で起こると想定する．
表 1 代表的資産の投資100万円に対する月次収益額の平均と標準偏差：単位は 1万円
資産 平均収益額 標準偏差
国内債券 (NOMURA-BPI) 0.2705 1.1609 
転換社債（日興—CBPI) 0.8182 2.0594 
株式 (TOPIX) 0.8142 5.3768 
外国債券 (SSB世界国債） -0.1592 4.1941 
外国株式 (MSCI-KOKUSAI) 1.4032 5.9047 
短期金融資産（コール） 0.0201 0.0160 
上述した 6つの資産を各々， NOMURA-BPI,TOPIX (東証配当込），日興—CBPI, SSB世
界国債， MSCI-KOKUSAI, コール（有担保・翌日）とした場合における収益率のデータから平
均収益額，並びにその標準偏差を算出した結果は表 1の通りである（補足参照）．
一方，収益額に関する分散共分散行列は表2の通りであった．
表2 代表的資産の投資100万円に対する月次収益額に関する分散共分散行列：単位は (1万円）2
国内債券 転換社債 株式 外国債券 外国株式 短期金融資産
国内債券 1. 3104 0.1172 -0.5258 1. 3679 0.0128 0.0013 
転換社債 4.1233 8. 7671 0.4997 4.8081 -0. 0119 
株式 28 .1065 -1. 4743 13.3366 -0.0334 
外国債券 17.1015 13. 7138 0.0226 
外国株式 33.8965 0.0125 
短期金融資産 0.0002 
各資産の購入量はos;t鱈 10を満たす非負整数値となり，投資総額1,000万円に対する目標
収益額として 3万円と 6万円のケースを考える．
さて，目標収益額を 3万円と 6万円に設定した場合における問題Iの最適解は表 3の通りで
あった．
表 3 財の不分割性を考慮した最適解:~~ I >1  I>I >I >□ ; I~>If 11'.〗〗名額 11~;:ls
表4は問題 Iの解である最適投資比率を四捨五入して整数近似を行った結果であるが，この方
法では投資資産の合計が10単位になることが保証されない．実際，目標収益額が3万円の場合は
9単位の投資となり，結果的に期待収益額が目標収益額を下まわる．一方， 6万円の場合は11単
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位の投資になり，予算制約が満たされない．
表4 四捨五入による整数近似解：括弧内は最適投資比率
X1 ふ 捻 X4 捻 ぷ 総投資額 期待収益額 標準偏差
3万円 2 2 ゜ ゜ ゜ 5 (0. 2412) (0.2356) (0. 0000) (0. 0000) (0. 0228) (0.5004) 900万 2.2779万 4.7398万
6万円 5 5 ゜ ゜ 1 ゜(0.4539) (0. 4942) (0. 0000) (0.0000) (0.0519) (0.0000) 1,100万 6.8467万 14.9602万
これに対して表 5は問題 Iの解を誤差最小法，即ち資産合計を予定の投資総額に合わせると同
時に，切り上げ，及び切り捨て誤差の合計を最小化するように整数近似を行ったものであるが，
この場合は目標収益額が 3万円， 6万円いずれにおいても期待収益額が目標収益額に達しない
（補足参照）．
表5 誤差最小法による整数近似解：括弧内は最適投資比率
X1 k,! x.i X4 稔 ぷ 総投資額 期待収益額 標準偏差
3万円 3 2 ゜ ゜ ゜ 5 (0. 2412) (0. 2356) (0. 0000) (0.0000) (0. 0228) (0.5004) 1,000万 2.5484万 5.4313万
6万円 5 5 ゜ ゜ ゜ ゜(0. 4539) (0.4942) (0. 0000) (0. 0000) (0.0519) (0. 0000) 1,000万 5.4435万 11. 9039万
以上の例から確認されるように，整数近似解は必ずしも最適解を導き出すことができない．そ
れ故，予め投資額の定められた投資家にとって，財の不分割性は資産選択上本質的な問題を引き
起こし，最適投資比率に関する情報は投資家に必ずしも有益な示唆を与えないことが分かる．
4 • 結語
経済再生にはリスク資産， とりわけ株式や外国証券，及び投資信託に対する個人の投資増が不
可欠であると言われている（経済企画庁[2 ] , pp.177 -181参照）．しかしながら現実問題と
して，投資額に制約を持つ個人投資家が十分に分散したポートフォリオを組もうとするならば，
資産の最低売買単位の存在が障害になることが多い．このため取引所や企業による最低売買単位
の引き下げ努力が行われてきたものの，いまだ不十分である．そこで本稿では最低売買単位の存
在を考慮した資産選択問題を整数計画問題として定式化し，簡単な例を用いて従来の連続型資産
選択問題との比較を行った．この結果，後者による整数近似解は必ずしも真の最適解を与えない
ことが明らかとなった．ここにおいて資産選択問題の解法としての離散最適化アルゴリズムの重
要性が改めて確認された．
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補足
以下では百分率で表された収益率に関するデータを収益額に関するデータに変換する方法，並
びに誤差最小法による整数近似について論ずる．
今，第i資産の収益率，収益額，購入価格を各々， r;%,凡円，加円で表す．又，一般に確率
変数ふの期待値と分散を各々， E(ふ），及び Var(X;)で表し，ぷと兄の共分散を
Cov(X;, XJで表すものとする．この時， R戸れ加/100なる関係が成り立つので，
E(R;) =稿E(r;) 
Var(R;) = (儒J2 Var(r;) 
Cov (R;, R) =麟1002 Cov (r;, r) 
となる．特に， P;o=lOO万円， i=l, 2, .. ,Nの時，収益率の期待値に関するデータを収益額
の期待値に変換する際には単位を 1万円に変更すれば良い．又，収益率に関する分散共分散行列
のデータを収益額のそれに変換する際には単位を (1万円）2に変更すれば良いことが分かる．
次に本文中で触れた誤差最小法による整数近似法について論じる．資産が任意の単位で購入可
能とし，その時の総投資額をM,資産iの最適資産購入量をX;, 最適投資額を冗;=P;ox,で表す．
この時，
N こ冗;=M (5) 
i= 1 
が成り立つと仮定する．
さて，冗1を整数部Yzと小数部叫こ分解し，冗z=yげ Zzとする．但し， Y;::;冗i<y;+1である．資
産iへの投資額について小数部分を切り捨てる場合はw;=0, 切り上げる場合はW;=1とする 2
値変数wiを定義すると，整数近似による誤差e;はe;=(1 -2z;) wげ ziとなり，その総和Eは
E心€戸~{ (1 -2zz兄+Z;} (6) 
i= I i= I 
となる．
一方，切り上げ，或は切り捨てによっても総投資額は不変であるように調整を行うと， (5)より
N こは+w;)=M=i冗i,即ち
i= I z= I 
N N こ処=M-Iy;
i= 1 l = l 
(7) 
が成り立たねばならない．
ここで(7)式の下， W;, l , 2 , ... ,Nに関して(6)を最小化することを考えると， 1 -2z, の値が
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小さな順，即ちz,が大きな順にM ーty個だけW;=1とし，他はW;=0とすれば良いことが分
かる．
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